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RÉSUMÉ. En généralisant la démonstration de Hecht et Schmid de la conjec- 
ture d'Osborne nous démontrons une version archimédienne - et plus faible 

- d'un théorème de Colette Moeglin. Cela donne un sens archimédien précis 
au principe énoncé par le second auteur selon lequel on trouve dans un pa- 
quet d'Arthur des représentations qui appartiennent au paquet de Langlands 
associé et des représentations plus tempérées. 

Generalizing the proof — by Hecht and Schmid — of Osborne's conjecture we 
prove an Archimedean (and weaker) version of a theorem of Colette Moeglin. 
The resuit we obtain is a précise Archimedean version of the gênerai principle 

- stated by the second author - according to which a local Arthur packet 
contains the corresponding local L-packet and représentations which arc more 
tempered. 
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1. Introduction 

Dans cet article nous formulons et démontrons l'analogue de la formule d'Os- 
borne [11] Thm. 3.6] dans le cas des groupes tordus. Cela permet de réexprimer 
les identités de caractères considérées par Arthur dans [U Thm. 30.1] en termes 
d'identités de traces sur la n-homologie. En guise d'application, nous comparons 
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les exposants des représentations des groupes intervenant dans un même paquet 
d'Arthur sur C. 

Considérons en effet un paramètre d'Arthur 

d'image contenue dans G C GL{N, C), où chaque Xj est un caractère unitaire de C* 
que l'on écrit z ^ z^^z'^^ avec Re(pj -t-gj) = 0, chaque Ra^ est une représentation de 

dimension a.i de SL(2, C) et G = SO(Af, C) ou Sp(Af, C). On associe au paramètre 
■0 la représentation de GL(iV, C) : 

(1.0.1) n = n,/, = ind(xi o det (g) . . . ® Xm o det) 

(induction unitaire à partir du parabolique de type (ai, . . . , Om))- Rappelons qu'Ar- 
thur associe à ■0 un paquet fini J^(i/') de représentations du groupe complexe G de 
groupe dual G, voir [U Thm. 30.1]. 

Comme nous le rappelons au SjSl il correspond naturellement au groupe Gh{N, C) 
tordu (par un automorphisme involutif 9) un système de racines réduit de groupe 
associé S0(2£-|- 1,C) où £ = [N/2]. Le tore diagonal de G est naturellement iso- 
morphe au tore diagonal de S0(2^ -f 1, C) ; notons ^ = sa partie déployée et 
a son algèbre de Lie réelle. Un exposant de G est un élément de Hom(o, C) = C^. 
On note l'exposant (toi < . . . < rm) G où les rrij € N sont les éléments des 
segments ai — (ai ~ 1, — 2, . . .), rangés par ordre croissant. 

Il correspond au groupe S0(2^ + 1, C) un ordre sur les exposants donné par les 
racines de S0(2£ -h 1, C) : 

e <B e' <^ e' = e + Uaa (uq > 0) 

a 

OÙ a décrit les racines simples de S0(2£-|-l, C). Noter que les racines de G définissent 
aussi un ordre sur ; si e est inférieur à e' pour l'ordre défini par les racines de G 
alors e <g e', la réciproque n'est pas vraie en général. Cela étant, on a le résultat 
suivant qui est une version archimédienne, et plus faible, d'un théorème de Colette 
MoegHn [l9| . 

1.1. Théorème. Soit tt une représentation arbitraire de Y\{i^) et e un exposant 
minimal de tt. Alors : 

Re(e) >e e.^. 

Nous avons adopté, sur les caractères réels de tores déployés, l'ordre usuel dans 
ces questions, voir [11]. Le théorème dit donc que les coefficients de tt décroissent 
plus vite que le caractère associé à , selon le principe général énoncé dans [7J . 

Nous remercions le rapporteur, dont la lecture nous a permis de corriger une 
erreur caractérisée dans la version originale. 

2. Rappels sur les groupes tordus 

2.1. Soit G un groupe réductif et connexe sur R et un automorphisme de G 
d'ordre fini égal à d et défini sur R. On identifie G au groupe de ses points complexes 
et on note Gsc le revêtement simplement connexe de son groupe dérivé. On a une 
application naturelle 

Aut(G) Aut(Gsc). 
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Considérons l'espace algébrique tordu (voir [17 ) : 

L==Gx6icGxi Aut(G). 

Étant donné un élément S dans L on note G'' le groupe des points fixes de l'auto- 
morphisme AdL(^)- C'est le centralisateur de S. Nous adoptons la notation d'Arthur 
G^ pour désigner la composante connexe de l'élément neutre dans G"^. 

Exemple. Pour les applications que nous considérerons on peut prendre pour G le 
groupe des automorphismes linéaires de F'^ avec F = R ou C et pour 6 l'automor- 
phisme involutif opérant par g ^ = J^q^^ avec 

I 

V (-1)^ / 

Il correspond à J une forme bilinéaire non dégénérée sur . Le groupe G agit na- 
turellement à gauche et à droite sur l'ensemble des formes bilinéaires non dégénérées 
sur F^ . En particufier : pour g et g' dans G on a {g^g') ■ J = gJ^{g')^^. On peut 
alors identifier L à l'espace algébrique des formes bilinéaires non dégénérées sur F^ 
par l'application (g, 9) gJ. 

Soit B un sous-groupe de Borel dans G et T un tore maximal. Suivant la termi- 
nologie de Kottwitz et Shelstad [T6] on appelle la donnée (B, T) une paire dans G. 
Rappelons qu'un élément S est semisimple si AdL((5) est semisimple. Un élément 
semisimple régulier est un élément S dans L dont le centralisateur connexe Gg est 
un tore. 

2.2. Lemme. [17\ Lem. II. 1.1] Soit (5 € L semisimple et soit (B,T) une paire 
ô -stable. Alors T5 = T H G^ et B5 = B fl G^ définissent une paire dans Gg. 
Réciproquement, si (B5, T5) est une paire dans Gs, le centralisateur T! = Cent(T5, G) 
est le tore maximal d'une paire (B, T) dans G telle que B n Gs — B^. 

Un épinglage de G est un triplet (B,T,{X}), oià (B,T) est une paire dans 
G et {X} un ensemble de vecteurs propres, un pour chaque racine simple de T 
dans B. Nous supposerons dorénavant que l'automorphisme 6 préserve un épinglage 
(B, T, {X}). NotonsQ = Te et G^ = Gg. 

2.3. Lemme. [TT, Lem. IL 1.2] Le tore est maximal dans G^ = G^ n et 
T = Cent(T^,G). Enfin, il existe des isomorphismes canoniques entre les groupes 
de Weyl : 

W{G\T^) ^ T4^(G,T)''. 

Un élément w G Vl^(G,T) appartient à Vl^(G,T)^ si et seulement s'il laisse stable 

Dans la suite nous notons W le groupe iy(G, T)^ ; c'est naturellement un sous- 
groupe de W{G,T) il est isomorphe au groupe de Weyl W{G^ ,T^) (pour des 
groupes non connexes, voir Kottwitz-Shelstad |16j pour les définitions). 

Soit iî(B,T) l'ensemble des racines de T dans B. Alors iî(B\Ti) est contenu 
dans 

Rrcs = {«rcs = a|Ti : a £ R{B, T)}. 



1. Noter que vu les notations introduites cn l2.1I Tfl désigne (essentiellement) les invariants, et 
non les coinvariants, de 9. 
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De plus, ttrcs appartient à iî(B^, T^) si et seulement si 9 fixe un vecteur de l'espace 
engendré par les espaces de racines (3 G iî(B,T) telles que /3rcs = ctrcs- Kottwitz et 
Shelstad distinguent trois types de racines restreintes arcs '■ 

- Type -Ri : 2Q!ros, ^Ores ^ -Rros- 

- Type R2 : 2a,.os e R rcs- 

- Type Es : 5 arcs £ -Rrcs- 

Exemple. (Voir Waldspurger 22 .) Si G est le groupe des automorphismes linéaires 
de F'^ , on peut prendre pour (B,T) sa paire usuelle. Alors, l'automorphisme in- 
volutif 9 opérant par g ^ — J^g^^J^^ préserve la paire (B, T) et son épinglage 
standard. Les racines de (T, G) sont données par 

aij : (zi, . . . , zat) i~> Zi/zj [i ^ j) 

et les racines dans B correspondent à la base (xi — X2, . . . , ccjv-i — x^)- L'automor- 
phisme 9 envoie a^j- sur aN+i~j,N+i-i- 

Un élément z G T appartient à si et seulement si Z(jv+i)/2 = 1 (quand N 
est impair) et z^r+i-^ = pour i ^ [N + l)/2. On note t — [N/2]. Rappelons 
que l'on a identifié J à une forme bilinéaire non dégénérée sur ; c'est une forme 
symplectique si N est pair, quadratique si N est impair. Le groupe G^ est alors la 
composante neutre de son groupe d'automorphismes ; c'est un groupe quasi-déployé 
dont est un sous-tore maximal. Le groupe de Weyl W est en particulier identifié 
à 6^ X {±1}^ 

Enfin, si a = ai^j G iî(B,T) on a arcs G iî(B\Ti) si z ^ TV + 1 - j et 
^ttres G -R(B^ , ) sinon. Et ares est de type Ri sïi^N + l— jeiietj sont tous 
les deux différents de [N + l)/2, de type R2 si i ou j est égal à [N + l)/2 et de 
type iÎ3 si î = iV + 1 — j. 

2.4. Application norme. Posons 

(1 - 9)T {t9{r'^) : i G T}. 

Kottwitz et Shelstad définissent une application norme sur T comme l'application 
quotient 

N : T ^ T/(l - 9)T. 

Posons 

= {t e T : t9{t) . . . 9'^-\t) = 1}. 

Il est clair que 

= (1 - 9)T := {t9{r^) : t G T} 

et que l'application 

T^xT-L^T, ^(t,h) =th-^9{h) 

est surjective et a un noyau fini. 

Etant donné une racine a G iî(B,T), notons Na la somme des racines dans la 
^-orbite de a : 

Na = j]] 9\a) 

le nombre de racines dans l'orbite étant da- Le caractère Na de T se factorise en 
un caractère de T/(l — 0)T. Et les applications 

^ T ^ T/(l - 9)T 
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permettent de réaliser ares et Na comme des caractères d'un même tore ; on a 
alors : 

Na = d^arcs- 

L'ensemble des caractères Na forme un système de racines réduit NR pour T^. 

L'automorphisme 9 induit un automorphisme 9 sur le dual G, voir 116, §1.2]. 
Fixons un épinglage {B, T, {X}) de G préservé par 9. Alors l'ensemble des racines 
restreintes Rics{G,T) s'identifie à 

Rïcs - {{a'^Us - «^If^ : G R''{G,T)}. 

Et (a^)res e X*(f^) = X*{f)g a pour coracine un élément de X*(T)^. Si arcs est 
de type Ri ou R^ alors la coracine de (a^)rcs est Na sinon (type R2) c'est 2Na, 
voir |161 (1.3.9)]. L'ensemble de ces caractères forme encore un système de racines 
réduit pour T^. Notons E le groupe déployé correspondant. 

Notons qu'au niveau des algèbres de Lie, il correspond à N une application norme 

(2.4.1) N:tc->i^ 

égale à la projection sur ij-, suivant la décomposition ic = te ® (1 ~ (^)^c- 

Considérons maintenant un élément semisimple ô = 9g (z L. Notons qu'il revient 
au même de considérer la classe de conjugaison de S par des éléments de G ou la 
classe de é'-conjugaison de l'élément 0-semisimple g. Il découle alors par exemple de 
[Tïïl Lem. 3. 2. A] que la classe de ^-conjugaison de g est représentée par un élément 
t Ç T uniquement défini modulo W. A l'aide de l'application norme Kottwitz et 
Shelstad construisent ainsi une correspondance naturelle des classes de conjugaison 
semisimples dans E vers les classes de ^-conjugaison éf-semisimples dans G. On 
la note A comme Kottwitz et Shelstad, voir 16, Thm. 3. 3. A]. On notera J\f sa 
réciproque. 

Exemple. Soit G le groupe des automorphismes linéaires de et 9 l'automor- 
phisme involutif opérant par g ^ g^ — J^g^^J^^. Le tore T = (C*)^ est diagonal 
et si t — (i 1 , . . . , t jv ) G T on a : 

t9{t ^) = (iitAT, . . . , ^Arti). 

Par conséquent, 

_ f {[ui,...,ut,ut,...,ui) : G C*} ^ (C*)^ si TV = 2£ 

~ \{{ui,...,ui,Uf,+i,Ui,...,ui) : G C*} = (C*)^+i siiV = 2^+l. 

et T/(l - 9)T = {C*Y. De sorte que l'application norme 

N : T ^ (C*)^ ^ 

associe kt = (ti, . . . ^t^) l'élément {ti/tN, ■ ■ ■ , ti/tjsi-i+i). 

Les racines Na du système de racines Ni? sont celles du groupe S0(2^ + 1, C). 
Le groupe E est quant à lui égal à S0(2£ -I- 1, C) si = 2£ est pair et à Sp(2£, C) 
si A'' = 2^ -|- 1 est impair. On note Te le tore diagonal (pour les formes classiques 
déployées) de E; de sorte que les éléments de Te s'écrivent : 

diag(xi, . . . ,xi, x^^, . . . , xï^) si N est impair, 

diag(xi, . . . ,xe,l, xj^, . . . , xj~^) si A^ est pair. 

Via ces coordonnées Te et T^ sont canoniquemcnt isomorphes. 
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Remarquons que E est un sous-groupe endoscopique maximal du groupe G x (9) 
(cf. [T]) ; son groupe dual est E = Sp{N, C), resp. SO(iV, C), naturellement plongé 
dans G = GLAr(C). 

L'application A est explicitement décrite par Waldspurger dans (211 §111.2] .0 Les 
classes de ^-conjugaison 0-semisimples de G sont représentées par les éléments 

(2.4.2) t = diag(s,l) e T (s G (C*)^) 

modulo W ~ &£ xi {±1}^. Les classes de conjugaison semisimples de E sont quant 
à elles représentées par 

t' = diag{xi, ... ,X£,x'^^ ,x^^) G Te si iV est impair, 

t' = diag(a;i, . . . ,Xi,l, xj^, . . . , xï^) G Te si N est pair 

modulo W = &e >^ {±1}^ - le groupe de Weyl de E. On a alors t = A{t') si 
s — {xi, . . . , xi). L'application A est bijective et Af est l'application réciproque. En 
particulier en restriction à T^, l'application TV s'écrit : 

diag(a;i, . . .,xi,xj'^, . . . G 

I— >■ diag(a;^, . . . , a;|, 1, x7^, . . . , x^'^) G Te si N est pair, 

(2.4.4) 

diag(a;i, . . . ,...,x^ )eT 

H- >■ diag(a;^, . . . , x'j,xj'^, . . . , x^'^) G Te si TV est impair. 

2.5. Dénominateur de Weyl tordu. Soit G (resp. T, etc..) l'ensemble des points 
réels de G (resp. T, etc..) et soit g (resp. i, etc..) son algèbre de Lie (réelle). On 
note T^ le revêtement universel de T^. 

L'ensemble des racines restreintes non nulles arcs7 pour a racine de T dans G, 
forme un système de racine (non réduit) et iîios est un choix de racines positives. 
Si «res est une racine dans -Rrcs on note 0^°° l'espace radiciel correspondant. On 
pose 

p=i (dimflg-=)aros et u+ = ^ q"^"'. 

Alors u"*" est une sous-algèbre de qc- Comme 9 laisse stable u"*" et fixe T^, il lui 
correspond un dénominateur de Weyl tordu 

Ae = Ace : ^ C, 

égal - par définition - au déterminant 

i?^(i)=det((l-Ad(0t))|u+) 

multiplié par —p : 

Ae{t)^e-'>{t)DUt). 

Formellement est égal au produit riarese-Rroa nj='r° (^""""^^ ^ A^^^^ ^e"'""/^), 
oit ^a-ra,,i, ■ ■ ■ T^a-rciia^^^ sont les valeurs propres de 9 dans q'^"^ , comptées avec 
multiplicités. 

Si V est l'espace d'une représentation de T^^ on note det[f — V] la représentation 
virtuelle (c'est-à-dire un élément du Kq dans la catégorie des représentations de 



2. La différence de signe ici est due au fait que notre 6 préserve un épinglage. 
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T^) définie par la somme alternée des puissances extérieures. C'est 

multiplicatif dans le sens naturel suivant : 

(2.5.1) det[l -V®W]^ det[l -V]® det[l - W]. 

Puisque gc/tc = u+ ©u~, l'identité p.S.ip implique que le caractère de det[l — 
0c/tc] est égal à na,<,3ei?,,3(l " e"'") ' na„,eiî„,(l - e"""==). Comme 9 fixe r\ on 
obtient facilement : 

(2.5.2) ^2 



m) 



det(l 



^lic/ti. 



det(l-Ad(^t))|„^/t 



Exemple. (Voir Chenevier-Clozel [6 .) Soit G le groupe des automorphismes linéaires 
de C''^ et 9 l'automorphisme involutif opérant par g ^ = J^g~^J~^. On prend 
u"*" égale au radical unipotent de l'algèbre de Borel standard de Mjv(C) et 

/il \ 

t2 



t : 



\ 



On calcule les valeurs propres sur u''" de l'endomorphisme 

X h^> -JM{t-'^YXJ-^. 

Un calcul simple donne alors 



(2.5.3) Dl^it) 



Wi^-tl) n {l-tVt]){l-tlt))siN = 2t 

i<i<j<e 



i=l 



U(^-tt) n (l-t?A-)(l-<?i-)siiV = 2£+l 

i=l l<i<j<e 

qui n'est autre que le dénominateur de Weyl J^(l — e") - le produit portant sur 
les racines positives du groupe E égal à S0(2£ + 1,C) si = 2£ est pair et à 
Sp(2i?, C) si = 2£ + 1 est impair - évalué en (tf). Le terme e~''{t) le transforme 
en De := IK^"/^ - e-"/^) évalué en M{t). 

2.6. Représentations de dimension finie. Soit X*{T) le groupe des caractères 
de T. Il contient le réseau des poids de G que nous notons X*. On note X*^ le sous- 
ensemble des éléments de X* qui sont dominants relativement à l'ordre défini par 
la paire (B,T). Les éléments de X*^ paramétrent les représentations irréductibles 
de dimension finie de G : soit A e A'*^, alors A est le plus haut poids (relativement 
à la paire (B,T)) d'une représentation de dimension finie de G. 

L'application norme identifie X*{T^) à un sous-groupe de X*{T). Avec cette 
identification X*{T^) coïncide avec le sous-groupe des caractères invariants par 9. 
La représentation ta est 0-invariante (ta = où = t o 9) si et seulement si 
A G X*{T^). 

Soit ^^«^(Ti) = X*C^ X*{T^) et soit A e X^'^^'iT^) n X*^. Le choix d'un 
opérateur Ag {A'g = 1) dans l'espace Va de ta entrelaçant ta et ta o 9 permet 
d'étendre ta en une représentation irréductible t"*" de G x {9) ; on obtient par ce 
procédé toutes les représentations irréductibles de dimension finie de G xi (9) dont la 
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restriction à G est irréductible, voir [15^ pour plus de détails sur les représentations 
de dimension finie de groupes non-connexes. 
Notons Ota-B le caractère de r+ sur L. Alors 

(2.6.1) Qr^At)^ E (^eri), 

OTJ est la trace de 9 sur l'espace propre de la valeur propre /i. Noter que les 
caractères qui ne sont pas 0-invariants ne contribuent pas à la trace tordue. 

3. Caractères tordus de G 

Dans cette section nous expliquons brièvement, en suivant Bouaziz [4j, comment 
étendre le travail de Harish-Chandra [10] a L - l'ensemble des points réels de L. 
Soit le groupe obtenu en formant le produit semi-direct de {9) = Z/dZ par G. 
On verra L comme la composante connexe - égale à 9G ~ de 9 dans G~^. 

On a 

(l,g)(^,x)(l,5-^) = {9,gx9{g~')) = {9,gx{g')-^). 

Etudier l'action de G sur L revient donc à étudier l'action tordue de G sur lui- 
même. Par transport de structure on définit les éléments « 0-semisimples > et « 0- 
réguliers » dans G. 

On identifie l'algèbre enveloppante U (gc) avec l'algèbre des opérateurs différentiels 
invariants à gauche sur L. On note Z{qc) le centre de U{qc) on le considère donc 
comme une algèbre d'opérateurs différentiels G-bi- invariants sur L. 

Soit O une distribution G-invariante sur L, distribution propre pour Z{gc)- 
D'après Bouaziz 4, Thm. 2.1.1] O est une fonction analytique sur Lreg ~ l'ensemble 
des éléments réguliers de L. 

3.1. Soit (5 G L semisimple. Quitte à conjuguer S par un élément de G, on peut 
supposer que S fixe la paire (B,T). Alors AdL((5) et 9 diffèrent par un automor- 
phisme intérieur qui fixe la paire (B, T). Autrement dit : 

Ad-L{ô) ^ Adait) o 9 

pour un certain i e T et donc = . 

Dans la suite nous supposerons donc que = . Nous supposerons de plus 
que S est régulier. 

Pour t € suffisamment petit, l'élément ôt est encore régulier dans L. L'exten- 
sion recherchée du théorème d'Harish-Chandra est la détermination de t ^ Q{ôt) 
sur un petit voisinage de l'identité dans T^. 

3.2. Comme l'algèbre ic est abélienne, on peut identifier U{tc) ~ Z{ic) avec 
l'algèbre symétrique S'(tc)- De même on identifie Z{i}~.) avec S{t^). 

L'application (j2.4.1[) s'étend naturellement en une application norme 

(3.2.1) N : Z(ic) ^ Zi^c). 

On a par ailleurs des homomorphismes d'Harish-Chandra 

Z(0c) ^ Zitc) et Z{gh) ^ Z^h) 

que nous noterons tous les deux ip. Rappelons que ip est un isomorphisme sur son 
image S'(tc)^*-'^''^'' (resp. 5(1^)^) constituée des polynômes invariants par l'action 
du groupe de Weyl. 
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Par dualité tout caractère de Z{gc) est de la forme 

(3.2.2) XA:^(flc)^C, avec xa(^) = ¥'(^)(A), 

pour un certain A G , et deux de ces caractères coïncident précisément quand leur 
paramètres appartiennent à la même W^(G, T)-orbite. L'automorphisme 9 opère 
naturellement sur l'ensemble des caractères de Z{qc) et sur t^. Ces actions sont 
compatibles avec (|3.2.2p . Noter que l'application norme N induit une injection de 
tj^* dans ; son image est constitué des éléments 0-stables dans t^. 

Remarquons finalement que l'application p.2.ip s'étend de manière unique en 
une application norme N : Z(qc) ^(flc) sorte que le diagramme 

Ziih) ^(0c) 
|n |n 

Z{ic) Z{q\,) 

soit commutatif. Un caractère xx est alors 0-stable si et seulement s'il existe A"^ G t^* 
tel que x\ = o TV ; la VF-orbite de A^ est alors uniquement définie. 

3.3. Partie radiale. Pour t eT^ ^ posons : 

C'est une fonction analytique sur T^. On pose 

17^ = {t G : vs{t) ^ 0}. 

C'est un ouvert dense dans T^. Alors la sous- variété est localement fermée dans 
L, constituée d'éléments réguliers et l'application 

: L X ôfl^ — !• L; {x, y) ^ xyx~^ 

est submersive. On dispose en outre d'une mesure naturelle sur les fibres (lisses) 
de l'application il). L'intégration le long des fibres nous donne une application de 
C^{L X ôfl^) dans C^. Notons tp* l'application duale sur les distributions. Harish- 
Chandra (TU] montre que ■0*(0) = 1 ® Oi^^i ~ restriction étant prise comme 
fonction analytique. 

En fait, si D est un opérateur différentiel bi-G- invariant dans L, Harish-Chandra 
[TU] montre de plus qu'il existe un opérateur A{D) sur SÇl^ satisfaisant 

(3.3.1) (i?/)|5ni = A(i?)(/|5oO, 

pour toute fonction / C°°, G-invariante dans un voisinage de SH.^. L'opérateur 
A(D) est appelé partie radiale de l'opérateur D. 

Le théorème suivant est démontré par Bouaziz [H Thm. 2.4.1]. On choisit un 
voisinage ouvert connexe V de dans tel que W = exp(V) soit ouvert et inclus 
dans Çl^. On suppose de plus que pour tout t G W, l'élément ôt est régulier et que 
l'application expH H' e'''^' est bien définie dans W. 

3.4. Théorème. Soit z G Z(0c)- L'opérateur A(z) est uniquement défini sur 5W, 
et : 
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Supposons maintenant que Z{q) agisse sur Q par x\ pour un certain A G t*. Le 
caractère xa est nécessairement 9-stah\e égal à xai ° N. Notons 

F{t) ^ \,.sit)\'^'Q{St) (teW). 

Il découle du théorème 13.41 - voir [3J Cor. 2.4.11] ~ que pour tout z G Z{gc), 
{(fi o N){z)F = x\{z)F. La fonction F vérifie donc les équations différentielles : 

(3.4.1) zF^X\z)F (2G5(t^)^). 

Ces équations sont étudiées et résolues par Harish-Chandra dans [101 PP- 130-133]. 
Une solution de p.4.ip sur W est un polynôme exponentiel : 

F(expiï)= ^ Y. P^^We^'^'^^K 

OÙ H € V et les coefficients Pw{H) sont des polynômes en H de degré strictement 
inférieur à l'ordre de W\i - le stabilisateur de dans W . 

3.5. Représentations ^-stables. Considérons maintenant une représentation ad- 
missible (tt, T-L-jt) de G qui possède un caractère infinitésimal Xa (A € i^). Supposons 
TT 6'-invariante (tt = tt^ où tt^ = tt o 0) et notons V son module d'Harish-Chandra. 
Le choix d'un opérateur d'entrelacement Ag : T-Ltt H-n {Ag — 1) entrelaçant tt 
et TT o 9 permet d'étendre tt en une représentation 7r+ de G+. Le caractère de 7r+ 
sur L — 9G est un distribution G-invariante, distribution propre pour Z{gc)- Les 
résultats qui précèdent s'appliquent donc. Notons 

e.,e(5) = e^+(0g) (5 G G); 

c'est le caractère tordu de tt. 

3.6. Théorème. Soit x un élément 9-régulier dans G. Alors, il existe un 
voisinage V de Q dans tel que pour tout H ÇzV on a : 

[|Ae|ee,.](xexpi/)= ^ cx{x,w)e^"^^"\ 
wew 

où les cx{x,w) sont des constantes dans C. 

Démonstration. Posons 5 ~ 9x L. C'est un élément semisimple régulier. On 
conserve les notations introduites ci-dessus de sorte que V est déjà défini et que 
pour iï G V, on a : 

F{expH) := {i^sieiip H)\^/'^Q^+{Ô exp H) 
= ^ PUH)e^'^-"\ 

OÙ iï G V et les coefficients Pw{H) sont des polynômes en H de degré strictement 
inférieur à l'ordre de W\i - le stabilisateur de A dans W . 

L'identité (|2.5.2p implique qu'il existe une constante c telle que 

|Ae(xexp7î)| =c|^5(expiï)|i/2. 

Pour conclure la démonstration du théorème il reste donc à faire voir que les coeffi- 
cients Pw{H) sont des constantes. Pour ce faire nous reprenons une idée de Fomin 
et Shapovalov [9]. 

Soit r = TA (A G Xp''''(T^) n -^^p^) une représentation de dimension finie de G 
invariante par 9. Alors la représentation tt®t est encore admissible et ^-invariante. 
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Le choix d'un opérateur entrelaçant t et t o 9 permet en outre de parler des ca- 
ractères tordus 87r®r,e et 8r,0- Et le caractère tordu Stt^t.s est égal au produit des 
caractères tordus Qtt.b et Qr.e de tt et r : 

(3.6.1) Q^^^g = 6r,e07r,e- 

D'un autre côté tt (E) t est de longueur finie (voir [Mj Prop. 10.41]); notons 
TTi, . . . ,7r„ la suite de Jordan-Hôlder de tt O t. Puisque tt t est 0-invariante, 
l'unicité des facteurs de composition implique que quitte à réordonner les ttj on 
peut supposer que les représentations 7ri,...,7rr, avec r < n, sont 0- invariantes 
(éléments diagonaux) et que les autres ne contribuent pas au caractère tordu. De 
sorte que le caractère tordu de tt (g) t se décompose en une combinaison linéaire des 
caractères tordus des sous-quotients 0-stables tti , . . . , tt^ : 

(3.6.2) e^»r.e = en^.e + --- + en,^M- 

Notons que nous n'avons pas regroupé les représentations équivalentes. Si on re- 
groupe par TTi équivalentes, les « multiplicités > sont dans Z[Crf] oii d désigne tou- 
jours l'ordre de 9. 

Il découle de (|3.6.ip et de (|2.6.ip que pour tout _ff e V, le caractère tordu de 
TT (8) r est donné par 

toelV^GXJ™(Ti) 
weW ^iGXj'==(Ti) 

D'un autre côté, on peut écrire : 

r r 

^ 9,^,9(2: expi/)=^ Y, P.u.AH)e^^^""l 

i—1 i—1 wÇiW 

Il découle en particulier p. 6. 21) que pour tout iî G V, on a : 
(3.6.3) 

E E ^n^-^,e--''{x)P^{H)e^>^'+^)^-") ^jlY. P^.me^^^'""^ . 

w<^W iieX'^'"^(T^) i=lw£W 

On peut supposer Re(A-^) et tous les Re(A^) (i — 1, . . . , r) dominants. On peut 
en outre choisir A de telle sorte que le stabilisateur W\ C W soit trivial. Notons 
que dans ce cas -f A est encore dominant et que le stabilisateur Wxij^x est encore 
trivial. Il découle alors de p.6.3p que 

(3.6.4) m^-.^e'"^"^{x)P^{H) - ^ P^^H)- 



Ici la somme porte sur les indices i pour lesquels X] = A^ + A. Mais le stabilisa- 
teur W\i^{^ est encore trivial. Les polynômes P^.i sont donc des constantes et le 
théorème est démontré. □ 
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3.7. Soit K un sous-groupe compact maximal de G et une décomposition de Car- 
tan 

(3.7.1) = «®p 

de sorte que l'involution de Cartan correspondante ^cartan commute à 9 (un tel 
K existe car 0, d'ordre fini, fixe un point de l'espace symétrique de G). Alors la 
décomposition de Cartan (|3.7.1|) est 6*- invariante. Notons t;!; = n ê et = n p. 
Soit et les sous-groupes analytiques de G correspondants ; on aQ = T^A"^ 
avec Te C K . Une racine restreinte arcs est dite réelle (resp. imaginaire) si arcs est 
nulle sur t;!. (resp. o^). On note 

o^^ = {H E : aycsiH) < 0, Varos G -Rros non- imaginaire}. 

Noter que l'ensemble des éléments él-réguliers dans T^^expa^" n'est pas connexe. 
Dans ce paragraphe on cherche à prolonger l'identité du théorème 13.61 à tout cet 
ensemble. 

D'après [U Lem. 3.6.3], il existe une fonction localement constante e sur l'en- 
semble des éléments 0-réguliers dans telle que 

(3.7.2) |Ae(expiï)| = e(expiï)e-''(^)i:)^+(expiï) 

pour tout H E tel que exp H soit 0-régulier. 

Soit V un ouvert connexe dans + a^'^. On fixe Hq g V. D'après le théorème 
13.61 et p.7.2p on a alors : 

eiexpHo)e-P^"^[Dl+eg^^]{expH)= ^ C^e^(^) (ff G V) 

où les sont des constantes complexes (qui dépendent du choix de Hq). 

D'après [4] Lem. 3.6.23], la fonction H !—> [ZJ^+Og (cxpiï) se prolonge analy- 
tiqucment k t]. + ai . On a donc : 

[Z^^Oe,.] (expi/)-e(expi/o)-^e''(«) ^ C^e'^(^) (HeV) 

pour tout HEtl + ai- En réutilisant (|3.7.2p on obtient : 

(3.7.3) [|A,|e.^.](expH) = igP|I ^^^'^"^ 

pour tout H E ai tel que exp H soit 6'-régulier. 

3.8. Caractères des représentations induites. Dans ce paragraphe nous sup- 
posons le tore T maximalement déployé sur R et notons A sa partie déployée. 
Nous supposons en outre que T est contenu dans un sous-groupe parabolique mi- 
nimal P = M AN de G qui est invariant par 0.0 Soit (Vj\/f,r) une représentation 
irréductible ^-stable de M et /i un caractère 6'-stable de A. On pose 

(induite unitaire). La représentation / est de longueur finie mais peut être réductible. 
Néanmoins le choix d'un opérateur ag [a^ — 1) dans l'espace Vm entrelaçant r et 

3. Rappelons que est connexe. 

4. Noter qu'un tel P n'existe pas en général : penser au cas où G est un groupe complexe, vu 
comme groupe réel, et où 9 correspond à la conjugaison complexe par rapport à une forme réelle 
non quasi-déployée. (Ce problème apparent disparaît dans le cadre des espaces tordus.) 
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T o 9 est uniquement défini à une racine de l'unité près et induit un opérateur 
Ag : I ^ I par la formule 

AeU){9) = agf{e-\g)) (où /(.gm) = r(m-V(.9)). 

L'opérateur Ag définit une action de 9 sur / ; dans la suite on choisira toujours 
cette action (uniquement définie à une racine de l'unité près) ; notons en particulier 
que Ag — 1. On peut alors considérer le caractère tordu Qifi ; c'est une fonction 
localement sommable analytique sur les éléments 0-réguliers de G. Le lemme suivant 
découle de [U Lem. 7.1.3] qui généralise un théorème d'Hirai [TU Thm. 2] dans le 
cas non tordu. 

Le groupe G opère par ^-conjugaison sur lui-même ; on note 

NG,g{T)^{geG : gT\g<'r^cT^} 

= {ff e NG{i') : g{g%-' g T^} 

et ZG,g{T) =T'^-Le groupe de Weyl tordu 

Wg{G,T)^ Ncg^/T" 

opère sur t et s'identifie naturellement à un sous-groupe d'indice fini de W. On 
dispose de la même manière d'un groupe de Weyl tordu Wg{MA, T). 

Puisque P est minimal, si T et T' sont deux tores maximalement déployés dans 
MA alors et (T')^ sont é'-conjugués dans MA. L'expression du caractère tordu 
de / est donc particulièrement simple dans notre cas : 

3.9. Lemme. Pour tout élément 9-régulier t (zT^ , on a : 

^'^'l®'-'] ^ #W (MA T) ^ [\^MA,e\eMAAVM)] (vt). 

Ici Qma,9{Vm) désigne la caractère tordu de la représentation Vm du groupe 
réductif MA. Noter que Vm est une représentation ^-stable et de dimension fi- 
nie. Supposons que Z{mc © de) agisse sur Vm selon xx avec A G t^. D'après le 
théorème 13.61 au voisinage d'un point x 6'-régulier dans MA^ la fonction 

\^MA.e\QMA,e{VM) s'exprime sous la forme : 

(3.9.1) Y. dxix,w)e"'"^\ 

wGW {me® acic)" 

011 les d\{x,w) sont des constantes dans C. Dans un voisinage de x dans on a 
donc : 



(3.9.2) [\Ae\ei.e] 



X! X] dx{vx,w)e'' 



#Wg(MA,T) 



4. Exposants tordus, n-HOMOLOGiE et conjecture d'Osborne 



Dans ce chapitre nous supposons, comme dans le H'S.Sl que le tore T maxima- 
lement déployé sur R est contenu dans un parabolique minimal 0-stable P. Nous 
notons A sa partie déployée et n la complexifiée de l'algèbre de Lie du radical uni- 
potent de P = M AN. De sorte que T = TcA, où A = {R'^Y et Te est compact ; 
l'entier r est le rang réel de G. L'automorphisme 9 préserve A. Un caractère x de 
A est dit 9-stable si x ° — X- 
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4.1. Exposants 0-stables. Notons a l'algèbre de Lie de A. Un exposant est un 
caractère de A. Par abus de notation on identifie un caractère de A à un élément de 
Honi(a, C) = C. L'algèbre n détermine un système de racines positives qui sont les 
parties réelles des racines non-imaginaires dans R = iî(B, T). Pour deux exposants 
e, e', on écrit e < e' si 

{Ua > 0) 



oit a décrit les racines simples dans n et e, e' sont vus comme des formes linéaires 
complexes sur a = R''. Noter qu'un exposant 



est ^-stable si et seulement si 

e = ^in„(a + 0(a) + ... + 0'*-i(a)) 

a 

= ricNa. 

Nq 

Et l'ordre naturel sur les racines dans Ni? ( ij2.4p définit un ordre sur les exposants 
éf-stables ; dans la deuxième partie de cet article nous notons <e cet ordre. 

Exemple. Soit G le groupe des automorphismes linéaires de et l'automor- 
phisme involutif opérant par g ^ — J^g^^J^^. Le groupe E égal à S0(2£-)- 1, C), 
resp. Sp(2^, C), si = 2£ est pair, resp. si = 2£ + 1 est impair. 

Via l'application norme, un exposant 0-stable e G définit un exposant de E 
c'est-à-dire un vecteur dans C^. L'ordre naturel sur les racines de E définit donc 
un ordre <e sur les exposants 0-stables. Si e <e e' on a toujours e <e e' mais la 
réciproque n'est vraie que si N est pair. Pour deux exposants 0-stables e, e' l'ordre 
<E s'exprime par e' — e = avec 

{xi + ... + Xi<E'H {l<i<(.-l) 
et 
a:i + . . . + e N, resp. 2N 

s\ N — 21 est pair, resp. si iV = 2£-|- 1 est impair. L'ordre <g s'exprime quant à lui 
par e' — e = {xi)i=i^...^i avec 

(4.1.2) 

.X£ G N 

indépendamment de la parité de N . 

4.2. Exposants d'homologie. Soit R^^^ C iîros le sous-ensemble constitué des 
racines (restreintes) non-imaginaires. 

4.3. Lemme. Soit a R une racine non imaginaire alors «ics S ^res - 

Démonstration. Puisque a est non imaginaire et que P est minimal on a C n. Il 
s'agit donc de montrer qu'une racine (réelle) a de a dans n se restreint non triviale- 
ment à . Les racines de a dans n déterminent une chambre de Weyl aiguë (ouverte) 




G N (1 < i < ^ - 1) 
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positive C. Soit H Çz C ; alors pour toute racine a de a dans n on a a{H) > 0. Mais 
puisque par ailleurs n est 0-stable 9 permute les racines (positives) de a dans n. On 
a donc : 

\i=0 / i=0 

Il découle en particulier du lemme 14.31 que 
Notons 

PP = 2 E (dim0c'")ares- 

Soit V le module d'Harish-Chandra d'une représentation (admissible) irréductible 
é'-stable TT. Un lemme de Casselman et Osborne [5| affirme que V est de type fini 
comme [/(n)-module. Pour tout g > 0, le groupe d'homologie Hq{n, V) est donc de 
dimension finie. Si e est un exposant, on peut considérer le (e + pp)-espace propre 
généralisé; notons-le Hq(n,V)e- On dit que e est un exposant d'homologie si 

pour un certain q. La raison d'être du décalage par pp deviendra claire au chapitre 
suivant, voir [TTJ p. 51]. 

Soit q un entier positif. Alors T et 6 {via Ag) opèrent sur Hq{n, V). Pour t ET 
(en particulier < £ T^) on peut considérer 

(4.3.1) 0^(t, V) trace [tO \ Hq{n, V)) . 

Notons une différence importante avec le cas non tordu. L'opérateur Ag opère sur 
l'homologie avec des valeurs propres (qui sont des racines de l'unité). L'expression 
(|4.3.ip est donc (même pour q fixé) une somme à coefficients dans les racines de 
l'unité de caractères ^-stables de t G T. Cette somme peut s'annuler sur A sans être 
nulle sur T. 

Etant donné un exposant e on notera / e o^* (g) C le caractère obtenu par 
restriction. De la même manière que les racines dans R définissent un ordre sur 
les exposants, les racines restreintes dans R^cs définissent un ordre naturel sur les 
caractères / S a^* C ; nous notons <ros cet ordre. 

Un caractère / G a^* §5 C est un exposant d'homologie restreint s'il apparaît 
dans Hq{n, V) pour quelque q. C'est un exposant restreint minimal si c'est un ex- 
posant d'homologie restreint et s'il est minimal pour <res- Rappelons un résultat 
fondamental de Hecht-Schmid dans le cas non tordu : flT, Prop. 2.32]. 

4.4. Proposition. Si e est un exposant d'homologie minimal (pour <) alors e 
n'apparaît que dans Ho{n,V). 

Nous utiliserons cette proposition sous la forme suivante : 

4.5. Proposition. Soit f un exposant restreint minimal. Alors f n'apparaît que 
dans Hq (n, V) . 
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Démonstration. Supposons en effet que f — e^a^ où e apparaît dans Hq, q > 0. 
Alors e = eo + ^ Uaa (notation de I4.1|) où {na)a 7^ d'après la proposition 14.41 et 
eo apparaît dans Hq. On en déduit que 

/ = (eo)|ai + y^^gQrcs- 
a 

Ce qui, d'après le lemme l4?3l contredit la minimalité de /. □ 
Nous avons en vue le théorème suivant - version tordue de la « conjecture d'Os- 

borne » démontrée par Heclit et Schmid [llj . Suivant la démonstration de [llj nous 

commencerons par le réduire à un cas apparemment très particulier via un procédé 

de « continuation coliérente >. 
On définit : 

Dlit) = dct{{i-et)\,) 

(4-5-1) = ^(-l)«trace(i0 | A«n). 

g 

On dit que t € est contractant si les valeurs propres (complexes) de t9 dans n 
sont de valeur absolue < 1. Noter qu'alors D^^{t) ^ 0.0 

4.6. Théorème. Pour tout élément Q -régulier contractant t , on a : 



E,(-i)'e^(t,v^) 



4.7. On a le fait évident suivant : 

Si t est contractant et a E = Ag vérifie a"'"" < 1 (arcs G R^cs) <d.ors ta 

est contractant. 

5. Continuation cohérente 

Soit (y, tt) une représentation admissible de G munie d'une extension à G'^ . On 
considère le caractère tordu 

11 dépend évidemment du choix de l'opérateur d'entrelacement Aq. 

De même chaque Hq{n, V) est un Af^- module 6'-invariant. Et le caractère tordu 
QMAfi[Hq[n,V)) est égal à 0^(i, F). Dans la suite nous notons : 

^"^'^^^ ^ dW) ■ 

Noter que V est toujours de longueur finie ; soit 

[■^] -r7ii[yi] + ...+TO„[K] 

l'expression de V\q dans le groupe de Grothendieck des (g, /'ir)-modules, avec Vi 
irréductible, pour î = 1, . . . , n, alors : 

(5.0.1) ee(y) =m'iee(yi) + ... + m;ee(K) (m^eZ[Cd]) 

où, par convention, on pose Oe(Vi) = si 1/î n'est pas 0-stable et où on choisit, si 
Vi est 0-stable, une extension à G"*". 



5. Nous considérons un ensemble un peu plus petit que celui de Hecht-Schmid dans le cas non 
tordu [m §3]. 
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De même chaque iîç(n, Vi) est un MA-module 0- invariant. Et le caractère tordu 
Qn,e{V) se décompose en : 

(5.0.2) OnAV) = ™'l0n,e(^l) + . . . + KOnAVn), 

avec les mêmes coefficients m'^. Il suffit en effet de traiter le cas d'une suite exacte 
courte 

où Vi est irréductible en tant que G+-module. L'action de 9 ~ par Ag - sur V 
induit une action sur Vi et V2 et ces actions commutent à la suite exacte longue 
d'homologie. Le calcul de la caractéristique d'Euler de cette suite exacte longue 
implique alors l'additivité des caractères tordus. Par ailleurs si la restriction du 
G+-module Vi k G n'est pas irréductible 9n,Éi(^i) = 0. 

Il découle de (|5.0.ip et (|5.0.2p que pour démontrer que pour tout élément 9- 
régulier f S T^, on a : 

(5.0.3) OgiV) = OnAV). 

il suffit de le vérifier pour les V irréductibles. 

5.1. Notons le Z[Crf]-module libre engendré par les caractères tordus de modules 
d'Harish-Chandra 0-stables admissibles et irréductibles (étendus à G^). Le module 
se décompose en une somme directe : 

c" = cil, avec C^i = {9 e : Z(0c) opère sur 9 par XA = XAi oN}. 

L'anneau J-^ des représentations virtuelles de dimension finie de G invariante par 
6 opère par tensorisation sur et le munit d'une structure naturelle de T^- 
module (cf. démonstration du théorème 13.6p . Rappelons - voir (|2.6.ip - qu'une 
représentation ip e J^^ a un caractère tordu dont la restriction à est de la 
forme : 

M6X-=(T1) 

011 est la trace de 9 sur l'espace propre de la valeur propre /i. 

À tout G te il correspond A = N(A^) G qui est 0-stable et tel que Ani_ = A^. 
On a alors xa — Xai ° N. Dans la suite on identifie ainsi t}^ à un sous-espace de 
t^. Rappelons en particulier que l'on identifie ainsi les éléments /i G X"''(T^) à des 
éléments él-stables de Xp{T). 

Fixons alors Ao = Aj G t^* • On dit qu'une famille 

{9a : XeX;'^%T^) + X„} CC', 

indexée par les translatés de Aq G par le réseau Xp°^(T^) C Xp{T), dépend de 
façon cohérente du paramètre A si 

(a) 9a g Cl et 

(b) (^9A= Y. ™A'0A+^> 

Mexj-(Ti) 

pour tout A G Xp'^^{T^) + Ao et tout ip G J-^ . Remarquons que si A = /i + Ao avec 
fi G Xp°*'(T^), alors A est é'-stable de sorte que A^ — A^i, ou encore Xai+Aq oN = xa- 
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Le choix du tore maximal T n'est pas important dans la définition ci-dessus. 
Noter que d'après §3.11 si S G L est un élément semisimple qui stabilise une paire 
(B',T') les tores et T'^ ne diffèrent que d'un automorphisme intérieur de G. 
On peut utiliser cet automorphisme pour transférer la paramétrisation d'une famille 
cohérente à une paramétrisation par des éléments de t'ç^^* . Ainsi reparamétrée, la 
famille est cohérente si et seulement la famille avant reparamétrage l'était. 

5.2. Fixons Aq G i^- D'après le théorème 13. 6[ on peut écrire : 

[|Ae|eo](xexpi/)= J2 coix,w)e^^>'-^-"^ 
wew 

au voisinage d'un élément 6'-régulier a; e T^. Ici les constantes co{x,w) ne sont 
généralement pas uniquement déterminées par 8o mais, si l'on note Wq le stabili- 
sateur de Aq dans W , la somme 

c\o{x,w) := ^ co{x,wv) 

vGWo 

est bien uniquement déterminée par 9o. Notons 6ao ~ NqQo, avec A^o égal au 
cardinal de Wq. On a alors : 

(5.2.1) [\Ae\ex„]ixexpH)= ^ CA,(x,«;)e^« 

wew 

5.3. Lemme. Il existe une famille de caractères tordus 

{Oa : Ae A-^(Ti) + Ao} 
qui dépende de façon cohérente de A et telle que 

(1) Oao - NoQo, 

(2) e^A = Oa CA e x;-^{T^) + Xo,we Wo). 

Cette famille vérifie en outre les identités 

(5.3.1) cx+^ix,w) = e'^~"^{x)cx{x,w) 

pour tous A G A:^'="(T1) + Xq, fj. e A^°'(Ti) et x ô-régulier dans . 

Démonstration. La démonstration est identique à celles de '11', Lem. 3.39 & 3.44]. 
Il suffit de considérer un poids fj, G X^'^^iT-^) suffisamment dominant pour que 
A := Ao + /i ne soit ly-conjugué à un Aq + vfi {v G W) que si w S Wq. La somme 

^ := ^ e^'^ 

définit un caractère tordu virtuel dans J^^ . Et la conclusion du lemme nous force 
à prendre Oa égal à la projection de ipQo G dans C^. On vérifie facilement 
l'identité sur les constantes (|5.3.ip dans ce cas. On se ramène à un A quelconque 
en inversant le procédé. □ 
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5.4. Rappelons que nous abrégeons le membre de droite de ()5.0.3p en posant : 

(5.4.1) e^AV) = . 

Maintenant soit A e tel que xa soit égal au caractère infinitésimal de tt. 
Alors xa est éf-stable et il existe ë t^* tel que x\ — Xai o De même, un 
caractère qui intervient de façon non triviale dans la combinaison linéaire ()4.3.ip est 
nécessairement 6'-stable et il découle de [TTl Cor. 3.32] qu'il est égal à wX^+pp pour 
un certain w S W. D'après le théorème 13.61 la fonction \AMA,0\'S>MA,e{Hq{n,V)) 
est localement une combinaison linéaire d'exponentielles de la forme e™'*' +P'' . Mais 
on a : 

On en déduit donc que si x £ est ^-régulier, il existe un voisinage V de dans 
tel que pour tout 7J g V on a : 

(5.4.2) [|A0|e„,e] (xexpff) = ^ ëx{x,w)e^' 

OÙ les c\{x, w) sont des constantes dans C. Il découle alors de [TTl Lem. 3.59] que la 
continuation cohérente s'applique aussi bien à Qn,e qu'à Qg. On peut donc insérer 
&n.e dans une famille cohérente de sorte que 

(5.4.3) CA+p(a;, w) = '^{x)c\{x,w), 

pour tous A e X^'=''(Ti) + Aq, M 6 ^p°"(Ti) et x é'-régulier dans 
Démontrer (j5.0.3p revient à vérifier les identités : 

(5.4.4) c\{x,w) = cx{x,w), pour x (iT^ 6'-régulier. 

Les relations (|5.4.3p et leurs homologues du lemme [531 impliquent que si C est une 
constante strictement positive quelconque, il sufHt de vérifier (|5.4.4p lorsque 

(5.4.5) Re{w^^X,a) < -C pour tout a G iî'^s. 
(Rappelons qu'ici A — N(A^) £ est ^-stable.) 



6. DÉMONSTRATION DU THEOREME 14.61 

Soit donc V le module d'Harish-Chandra d'une représentation (admissible) irréductible 
é'-stable TT (étendue à G+) de caractère infinitésimal xa avec A = N(A^) G t^- Nous 
voulons vérifer l'identité (|5.0.3p . 

6.1. D'après le chapitre précédent (par continuation cohérente) on est ramené à 
démontrer (|5.0.3|) sous l'hypothèse (|5.4.5|) . 

Seule la ly-orbite de A est bien définie, on peut donc supposer Re(A, a) <Q pour 
tout a £ Rfes- De sorte que (|5.4.5I) force Re(A, a) < —C et w trivial. Il suffit donc 
de vérifier les identités (|5.4.4p lorsque : 

^ ^ (a) Re(A, a) < — C pour tout a £ iî"os, 

(b) w est trivial. 

Ici C est une constante positive à fixer ultérieurement. 

Puisque A = N(A^) G on a A^ = A^i^. Posons e = A|ji et / = A|jii. 



20 



NICOLAS BERGERON ET LAURENT CLOZEL 



On définit la /-composante de Qn,e{V), au voisinage d'un élément 0-régulier 
X € T^, par : 

(6.1.2) ^^"'^''^ 

= ^(-l)«eMA,e(i/,(n,P^)/), 

011 dans la première somme w parcourt l'ensemble 

{weW : A(w)|c. ^e}^{weW : A(w)|ai = /}. 
De la même manière on définit 

(6.1.3) eoiV)f = i:.^A(x,z.)e^(-^) ^,,(^)_ 

\Ama,b\ 

D'après (j6.1.ip . le théorème 14.61 découlera de la vérification que : 

(6.1.4) eg{V)f^Q„AV)f- 

6.2. Lemme. Supposons que A vérifie (|6.1.ip avec C — 0. Alors sur les éléments 
-réguliers de , on a : 

enAV)f = QMAAHo{n, V)f). 

Démonstration. Tous les ^-exposants d'homologie apparaissant dans le membre de 
droite de (|5.4.2p sont de la forme wX^^^- Mais pour tout w € W, le caractère wX 
est égal à wXq + wn et il découle donc de (|6.1.ip (en prenant C — 0), que l'on peut 
écrire : 

wX = A + XaCt {Xa > 0). 

En particulier A||ji ne peut s'écrire A|ni = li'Aini + ^ TOqQ;i.osj comme on le voit par 
restriction de l'égalité ci-dessus à o^. L'exposant restreint / est donc minimal et 
n'apparaît que dans Hq, d'après la proposition 14.51 □ 

Remarquons que puisque f — e^^^ avec e 0-stable, on a : 
(6.2.1) QMAAHo{^^V)f) = QMAAHo{n,V)e). 

Ainsi bien qu'en général Ho{n, V)e — n'implique pas Ho{n, V)f — 0, cela implique 
néanmoins que QMA,e{HQ{n, V) f) = 0. La proposition suivante montre que l'énoncé 
correspondant est également vrai pour &g{V)f. 

6.3. Proposition. Supposons que X vérifie (|6.1.1I) avec C — et que Ho{n, V)e — 0. 
Alors Q0(V)f est nul sur tout élément 9 -régulier contractant de . 

La démonstration de cette proposition occupe la fin de ce chapitre. Commençons 
par montrer comment en déduire (|6.1.4p . C'est immédiat si H[){n,V)e = : à la 
fois Qe{V)f et Qnfi{V)f sont nuls sur les éléments 0-réguliers contractants de T^. 
Supposons donc Ha[n, V)e 7^ 0. 

6.4. Lemme. Supposons C assez grand. Alors e est en position de Langlands. 
Démonstration. Puisque e — X\a est 6'-stable, cela découle de (|6.1.ip . □ 
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On déduit alors de Hccht-Schmid ^1] Lem. 6.10] que (pour C assez grand), le 
M-module W = i7o(n, F)e est irréductible. 
Soit alors 

I = mA${W 

(induction unitaire depuis M AN) : c'est un G+-module de façon naturelle, et on 
a un morphisme naturel y =-> /. Le sous-quotient V àe I est le seul qui vérifie 
Ho{n, V)e ^ (cf. Hecht-Schmid, démonstration du lemme 6.10). Donc 

Qe{V)f = ee{I)f 



à l'aide, de nouveau, de la proposition 16. 3[ sur les éléments 0-réguliers contractants 
de T^. De plus (avec la définition, contenant la translation par pp, de iîo(n, V^)e), 
on a 

comme MA-module. L'identité (|6.1.4p découle donc du lemme 16.21 de l'équation 
(|6.2.ip et du calcul suivant relatif à la représentation induite : 

6.5. Lemme. 

ee{i)f^eMAAw®c,+p^). 

Démonstration. Noter que Z{mc ® ac) opère sur W (Si Ce selon le caractère xa- 
Partons donc de l'expression locale du caractère tordu Qg (/) donnée par (I3.9.2P : 

['^-'Q---] = #I^.(L,T) E E rf.(..,«.)e-^-^\ 

^ ' vGWBiG,T)weW(mc'SacAc)'' 

Un terme de la double somme contribue à Qg{I)f, si et seulement si (w^^w^^ A)|ai = 
/ (avec V e We{G,T) et w G W{mc ® acAc^)- Mais, en prenant C = dans 
([ïïXT]) . l'égalité 

{v~^W~'^X)\^i = f = A|ni 

force V à appartenir au groupe Wg{MA, T). Donc seuls les termes avec v G Wg{MA, T) 
dans la double somme contribuent à Qg{I)f. 

Maintenant, le groupe Wg{MA,T) opère trivialement sur le caractère tordu de 
W i^Ce ■ On a donc : 

rfA(fx,w)e""'"'"'^ = dx{x,w)e'"~'^ 

pour tout w G Wg{MA,T). On obtient donc que l'expression locale de \ AMA,g\'c>g{I) f 
est égale à 

qui est aussi l'expression locale de \l^MA,e\^MA,g[W ® C^+pp). □ 

Dans les paragraphes qui suivent on met progressivement en place les ingrédients 
nécessaires à la démonstration de la proposition 16.31 On suppose dorénavant que 
iîo(n, V)e = 0. Nous suivons la démonstration de [TTJ Prop. 6.15]. 
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6.6. D'après [TTl (4.24)], tout exposant dominant e' du module de Harish-Chandra 

V est de la forme e' = {w ■ X)\a pour un certain w G W^(G,T) et intervient dans 
Ho{n, V). Puisque l'on suppose Ho{n, V)e égal à {0}, e n'est pas un exposant do- 
minant, l'exposant e' est donc différent de e. Soit il est 0-stable et e'^^i ^ / soit il 
n'est pas 0-stable et on écrit e' = we = e + X^ae-R" ' ^"'^ sont positifs 
(car, d'après (j6.1.ip . e est très négatif) et non tous nuls. Soit N la projection sur 
ai : puisque Ne = e, on a Ne' = e + J^a Xa^ct. Si Ne' est différent de e, il existe 
donc un Xa > tel que Na 7^ 0. Dans tous les cas la condition (|6.1.ip (pour C assez 
grand) implique qu'il existe une racine «los G Rros constante ô strictement 
positive telles que pour tout /3 G R^^]: on a : 

(6.6.1) Re(eî„i,/3) >Re(/,/3)+5(ares,/3) et a,.cs|ai 7^ 0. 

Soit — expa^~. Quitte à diminuer S, il découle de (16.6. ip et de [Hl Thm. 
8.47] (voir également [11] Lem. 6.46] )[^ que tout coefficient matriciel if- fini de tt est 
majoré sur A^^ par un multiple de e*^^° (a). 

6.7. Les résultats du paragraphe précédent se traduisent en une borne sur B^^e- 
Pour tout T e if on note dr le degré de r. Soit Er la projection orthogonale de 

V sur Vt la composante r-isotypique de V. En choisissant une base orthonormale 
de V compatible avec la décomposition de V en if- types, on voit que 

(6.7.1) e^^eig) = J2 ^^■ace{EM9)AeEr) 

reK 

au sens des distributions. Noter que le sous-groupe compact K est 0-stable et donc 
que Ag préserve la décomposition de V en if-types. 

Maintenant tia.ce{ErTT{g)AeEr) est une somme de coefficients matriciels associés 
à des vecteurs de Vr- Un procédé bien connu permet de se ramener à des coefficients 
matriciels if-finis, voir par exemple [TTl Lem. 6.23] ou [H Lem. 3.4.1 & Lem. 3.5.1] 
(pour les groupes non-connexes) . Il découle alors du paragraphe précédent que pour 
tout a e A^^ on a : 

(6.7.2) ItiaceiErT: (a) AgEr)\ = O (d^e(^'=^+*"'-+''^) (a)) • 

6.8. Etant donné un réel strictement positif e on pose 

- {i e Ti : |A„_,,e"'-(t) - 1| > e, Va,es G , J = 1, . . . . 

(Les notations sont celles du ^'2.5\ ) Noter que est ouvert dans T^, et que la 
réunion U^^oT^ coïncide avec l'ensemble des éléments éf-réguliers contractants de 
T^. En utilisant les résultats du paragraphe précédent, la démonstration de [HJ 
Lem. 6.39] (voir également [4] Lem. 3.5.1] dans le cas non-connexe) implique que la 
distribution qui à une fonction g à support compact dans l'ensemble des éléments 
6'-réguliers associe l'intégrale 

/ \Ae\Qe,.rgdt 



6. On prendra garde au fait que les notions d'exposants diffèrent d'une translation par pp dans 
ces deux références ainsi qu'au fait que dans l'une l'asymptotique est dans dans l'autre dans 
A~ . Nous suivons les conventions de 
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s'exprime comme une combinaison linéaire X^fLi -^j^j -^j sont des opérateurs 

différentiels invariants sur et les hj des fonctions continues sur les éléments 9- 
réguliers contractants de telles que 

\h,ita)\ = O, (\Aeita)\e^'"'f+'''-+P''\a)) 
(6.8.1) ) , ^ 

= O, (e(«^^+*"-)(a)j , {ta G a e A^-). 

Ici les Xj et les /ij peuvent être choisis indépendamment de e. 

6.9. Démonstration de la proposition l6.3l Supposons par l'absurde que &e{V) / 
soit non nul au voisinage d'un élément 0-régulier contractant t G T^. Il existe alors 
un élément w 6 VF tel que 

(6.9.1) cxit,w-')^0 et (w;.Ai)|„i =/. 

On fixe un voisinage compact U de l'identité dans K ClT^, suffisamment petit pour 
que l'on ait : 

tUA^- C T^. 

On numérote /xi = /, . . . , G o^* (g) C les éléments de {fi\a^ : fi & W ■ X^} sans 
répétition. L'hypothèse (I6.1.ip entraîne que 

|e^*"^(a)| < 1, pour i = 2, . . . ,n, a e A^^ . 

D'après (I3.7.3|) il existe des fonctions (/Si, . . . , de classe C°° sur un voisinage de 
U dans T]., telles que 

n 

(6.9.2) [lAelOe^^] (ima) = ^(p,(m)e^- (a) (m G [/, a G A^"). 

L'hypothèse (j6.9.ip implique en outre que (^i n'est pas constante égale à sur V . 
Il existe donc une fonction -î/j de classe C°° sur T]., et de support dans U , telle que 



(piipdm = 1. 



Pour a G , on pose 



*(a) = e ^(a) / [\Ae\e0^^] {tma)-tp{m)dm. 
D'après (|6.9.2p . on peut écrire 5* comme une somme d'exponentielles : 

n 

(6.9.3) = l + ^c,e^'^''. 

D'un autre côté, il découle du i j6.8l qu'il existe des opérateurs différentiels invariants 
Xi, . . . , Xjn sur A^ , des fonctions continues hi, . . . , hm sur A^^ , une forme linéaire 
T G a^* et des constantes Ci, ... , C„i tels que 

m 

^ = Xjhj, au sens des distributions, | <Cje^ (z = 1, . . . , m), 

(6.9.4) 

et e'^(a) < 1 pour a G 

Soit g une fonction C°° à support compact dans A^~ telle que /^i gda = 1 et 
soient gi, (72, ■ • ■ les translatés de g par une suite de points ai, 02, . . . dont les in- 
verses tendent vers l'infini dans A^^ . Puisque les exponentielles e^'^^ [i — 2, . . . ,n) 
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décroissent le long de , il découle de (|6.9.3p que /^i gk'^da tend vers /^i fda = 1 
lorsque k tend vers l'infini. De même (|6.9.4p implique : 




Ce qui fournit la contradiction recherchée. 

7. Paquets d'Arthur pour les groupes complexes 

Soit A'' un entier supérieur ou égal à 1. Considérons un groupe H égal à S0(2^ + 
1, C) ou S0(2£, C) si iV = 2i est pair et égal à Sp(2£) si A = 2£ + 1 est impair. 
Rappelons que H est un sous-groupe endoscopique de oh G = GL(A, C) et 9 
est l'automorphisme involutif 5 ,Pg^^J^^. Le groupe dual H est égal à Sp(A, C) 
ou SO(A^, C), naturellement plongé dans GL(Af, C). 

Soit 

: C* X SL(2,C) ^ H 
un paramètre d'Arthur pour H. On suppose de plus que V'|c* 6st tempérée^ i.e. 
unitaire. D'après la conjecture de Ramanujan, cela devrait être toujours le cas. Il 
n'est, en outre, pas difficile d'étendre nos résultats aux paramètres « généralisés » où 
■î/^lc* n'est plus nécessairement unitaire mais contrôlé par l'approximation de la 
conjecture de Ramanujan démontrée par Luo, Rudnick et Sarnak. 

7.1. Rappelons la définition du paquet J^('0). Il y a une notion naturelle de 
fonctions associées (</?,/), (p G C^{G), f G C^(iï).Q Lorsque A est pair et 
H — SO(A, C) il faut en outre supposer / invariante par un automorphisme 
extérieur a de if ; on suppose = 1. 

On écrit le paramètre ip sous la forme : 

V" = Xl ® -Rai © ■ • ■ © Xm ® Ra„, C GL{N, C), 

OÙ chaque Xj 6st un caractère unitaire de C* que l'on écrit z M- z^^ z'^ avec Re(pj + 
Qj) = 0. Noter que puisque l'image de ^ est contenue dans H, le paramètre ip est 
^-stable. On en déduit que soit Xj est quadratique, soit il existe k telle que = aj 
et Xk = Xj^- On associe au paramètre -0 la représentation de GL{N, C) : 

(7.1.1) 11 = 11^ = ind(xi o det ® . . . ® Xm o det) 

(induction unitaire à partir du parabolique (oi, . . . , Om))- EUe est irréductible d'après 
Vogan [20] ou Bernstein [3] et Baruch [2] . Elle est par ailleurs 0-stable ; fixons 
Ag : H —i' H un entrelacement tel que Ag = 1. 

(Lorsque A est pair et H = 80 (A, C) on identifie deux représentations irréductibles 
de G conjuguées par a. On désigne simplement par tt la classe d'équivalence. Alors 
trace 7r(/) est bien définie pour / restreinte comme expliqué ci-dessus.) 

Le résultat suivant est alors le théorème 30.1 d'Arthur [U §30]. 

7.2. Théorème (Arthur). Il existe une famille finie Ylii^) de représentations de 
H, et des multiplicités ni{Tr) > (tt G IKV')/' telles que, pour ip et f associées : 

(7.2.1) trace iU{tp)Ae) ^ ^ e(7r)TO(7r)trace7r(/), 

où chaque s{tt) est un signe G {±1}. 



7. On peut en fait considérer seulement des fonctions K-finies des deux côtés. 
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On pourrait aussi - comme Arthur le fait - définir J^(V') comme un ensemble 
de représentations-avec-multiplicités. L'égalité (|7.2.1|) détermine uniquement cet 
ensemble ainsi que les signes e(7r). Arthur détermine d'ailleurs ces signes pour un 
choix convenable de (normalisation par le modèle de Whittaker). Il montre en 
particulier que £(7r) est constant sur le paquet J^(V') dès que l'élément 

est central dans G, voir [Tl, p. 246, p. 242]. Noter que ceci se produit en particulier si 
pour tout = 1, . . . , m, les entiers Oj sont de même parité. En général on associe à 
S iï le groupe (complexe) E de groupe dual E égal au centralisateur de dans 
H. Le groupe E appartient à £cii{H) - l'ensemble des sous-groupes endoscopiques 
elliptiques de H. 

Si N = 2£ et H = S0(2^+ 1, C), l'ensemble £c\\{H) est paramétré par les couples 
d'entiers pairs (TV', N") avec iV" > A^' > et iV = A^'+A^". Le groupe endoscopique 
correspondant est le groupe 

H' X H" = SO(A^' + 1, C) X SO(A^" + 1, C). 

Notons alors que H' x H" — Sp(A^', C) x Sp(A", C). Dans ce cas on pose 

G' X G" = GL(Af', C) X GL(A^", C). 

Si A^ = 2^ et iï = S0(2^, C), l'ensemble £c\i{H) est paramétré par les couples 
d'entiers pairs (A^', N") avec A^" > A^' > et A^ = A^'+A^". Le groupe endoscopique 
correspondant est le groupe 

H' X H" = SO{N', C) X SO(A^", C). 

Notons alors que H' — SO{N', C) x SO(A^", C). Dans ce cas on pose encore 

G' X G" = GL(A^', C) X GL(A^", C). 

Si A^ = 2^ + I et iJ = Sp(2^, C), l'ensemble £c,\\{H) est paramétré par les couples 
d'entiers pairs {N',N") avec A^", A^' > et A^ = A^' + (A^" + 1). Le groupe endo- 
scopique correspondant est le groupe 

H' X H" ^ SO{N', C) X Sp(A^", C). 

Notons alors que H' x H" = SO{N\ C) x SO(A^" + I, C). Dans ce cas on pose 

G' X G" = GL(A^', C) X GL(A^" + 1, C). 

Dans tous les cas la paramètre ip se factorise à travers H' x H" et on note 

O : C* X SL(2, C)^H' X H" 

le paramètre correspondant. 

Il y a encore une notion naturelle de fonctions associées : 

t t 
((^', <f") e Gr (G' X G") ^ (/', /") e C^{H' X H") 

Soit n' ® n" = n^/ ^ n^" la représentation de G' x G" associée au paramètre 
{■)p',ip"). Le théorème 30.1 d'Arthur W, §30] implique : 

(7.2.2) trace ((n'(v3') «)n"((^"))Ae) = e ^ m(7r)trace 7r(/), 
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OÙ £ est un signe qu'Arthur détermine explicitement pour un choix convenable de 
Ae. 

7.3. Soit Th = {C*Y le tore maximal diagonal dans H. On a = ^Ah, où 
Ah = (R-+)^ est déployé sur R et Th,c est compact. Un exposant de H est un 
caractère de Ah, c'est-à-dire un élément de Hom(R^, C) = C^. 

La paire usuelle (B,T) de G détermine un système de racines positives de 
(Th, h). On écrit, pour deux exposants e, e' de H , e <h e' si 

e' = e + (tIq > 0) 

a 

OÙ a décrit les racines simples et e et e' sont vus comme des formes linéaires 
complexes sur R^. Lorsque H = S0(2^+ 1, C) ou Sp(2^, C) les ordres ainsi obtenus 
sont décrits dans l'exemple 14. Il Lorsque H = S0(2^, C) un calcul simple donne que 
pour deux exposants e, e' l'ordre <h s'exprime par e' — e = {xi)i^i^,,,^£ avec 

( xi + ... + x^eN {l<i<£-2) 
(7.3.1) < xi + ... + xe e2N, 

[ xi + . . . + xg-i — X( E 2N. 

7.4. Lorsque H = SO{N + 1, C), si N est pair, et H = Sp{N - 1, C), si N est 
impair, on a introduit une application naturelle bijective Ah /g ~ notée A dans 
l'exemple 12.41 " des classes de conjugaison dans H vers les classes de 0-conjugaison 
dans G. 

Lorsque H = SO(A^, C), avec N pair, les classes de conjugaison semi-simples de 
H sont représentées par 

(7.4.1) t = diag(a;i, . . .,Xi,x'['^, . . .,x^'^) G Th 

modulo le groupe de Weyl de Wh = x {±1}^~^, où { — 1}^""^ est le sous-groupe 
de { — 1}^ défini par JJsi — 1. Les classes de 6'-conjugaison semi-simples de G sont 
quant à elles représentées par les éléments 

(7.4.2) t = diag(s, 1) e T (s e (C*)^ 

modulo W. On a alors i = An/cit) si s = (xi, . . . ,Xi). En sens inverse on écrira 
t — Mh/g^)- Noter que dans ce cas (où H = S0(2^, C)) un élément ^-régulier t de 
G a deux antécédents par Ah/g- 

Par définition un 0-exposant de G est un caractère du tore maximal déployé A. 
Il définit un caractère de Ah par composition avec l'application norme. 

On vérifie alors aussitôt à l'aide de (|4.1.2p . (|4.1.1|) et ()7.3.1|) que si e et e' sont 
deux ^-exposants de G tels que e' <h e alors e' <e e. 

Dans cette section, nous démontrons la proposition suivante. 

7.5. Proposition. Soit -n une représentation arbitraire de O(V') c un exposant 
minimal de tt. Alors, il existe un 6-exposant d'homologie e' (resp. e") de Tl' (resp. 
Il") tel que 

e' + e" <H e. 
On a identifié le tore Ah au produit Ah' x Ah" ■ 

Etant donné une représentation tt de iî, de longueur finie, on note V son module 
d'Harish-Chandra. Notons par ailleurs nn l'algèbre de Lie (complexifiée) du sous- 
groupe unipotent maximal de H donné par Th et notre choix de racines, et notons 
Ph la demi-somme des racines usuelles. 
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Soit Qtt le caractère d'Harish-Chandra de tt. La « conjecture d'Osborne non- 
tordue », démontrée par Hecht et Schmid, relie 07r(i) aux traces Og(i, V)detÇ Th 
(régulier) dans Hq(nH,V) et au dénominateur 

i?n„(t)=det(l-t|„„). 

Pour exploiter ce résultat et sa version « tordue », il nous faut une relation entre 
6^ ~ ou plutôt 6n(i» = X^TrenC'/') ~ 1^ caractère tordu de II' (g) II" (pour 

Ag). 

7.6. Correspondance de classes de conjugaison entre H et H' x H". Les 

classes de conjugaison semi-simples de H sont représentées par 

t^diag{xi,...,xe,x-[\...,x^^) eTn si iï = S0(2^, C) ouSp(2^,C), 
^'^■^■^'> t ^ diag{xi,..., xe, 1, xj^,..., x^^) eTh si iï = S0(2^ + 1, C) 

modulo le groupe de Weyl de H. Remarquons que le groupe de Weyl de H est égal 
kW ^6i>i {±lY si iî = S0{2£ + 1, C) ou Sp(2^, C) et est égal à 6^ x {±l}^-i 
si H — S0(2£, C), 011 { — est le sous-groupe de {—1}^ défini par Yl Si — 1. 

On représente de même les classes de conjugaison semi-simple de H' x H" par des 
couples (t', t") où t' (resp. t") est associé à {y'i, . . . , y[,) (resp. {y'(, . . . , y"„) comme 
dans (I7.6.ip . On note alors A(h'xH")/h l'application qui à la classe de conjugaison 
semi-simple {t',t") E H' x H" associe la classe de conjugaison de t £ H définie 
comme dans (I7.6.ip avec {xi,. . . , xt} = {y[, . . . ,y[, ,y'{, . . . , y'l„}. 

On pose 

|det(Ad(i)-l)lL 

(7.6.2) A^,xH",H((t',n,t) = ^ ^ 1 , 

I det(Ad(É') - I det(Ad(i") - l)|^'„/^^„ 

o\it — A(H'xH")/H{i' 1 1")- C'est le facteur de transfert que définissent Langlands et 
Shelstad [18] ; seul le facteur Aiv est non trivial, la cohomologie galoisienne étant 
triviale dans le cas complexe. 

7.7. On dispose également des applications naturelles Ah/g (resp. Ah' /c -, Ah" /g" ) 
des classes de conjugaison dans H (resp. H', H") vers les classes de ^-conjugaison 
dans G (resp. G', G"). Et si É = An/cit), on pose : 

I det(Ad(É) o 6» - 1)1^,, 

(7.7.1) AnMtA- 



I det(Ad(i) - 1) 



f)/tH 



(C'est le facteur Ajv de Kottwitz-Shelstad [TSl p. 46].) Noter que d'après l'exemple 
[231 AhM^J) = 1 lorsque iï = S0(2^ + 1, C) ou Sp(2£,C). 

Cela dit, la relation (|7.2.2p est équivalente à la relation suivante entre le caractère 
tordu de H' (g) H" et les caractères O^ (tt S JKV'))- 

7.8. Lemme. Pour {t',t") et t associés ~ soit t — AçH'xH")/H{t' jt") avec t' = 
J^H'/G'{t') ett" ^Nh"/g-{Ï") - on a: 

a (? ?'\ AH'xH",H[[t\t"),t) 

^H',G'[t ,t )/\H",G"(t ,t ) 
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Nous pouvons maintenant comparer les expressions données par les versions tor- 
dues et non tordues de la « conjecture d'Osborne ». 

Rappelons que Ho{nH, V) est lié par la réciprocité de Frobenius aux homomor- 
phismes de V vers les induites [Tï] §4]. On a 

pour X un caractère de Th, Jx étant l'induite non normalisée. On en déduit 

Hom^ (iîo(nH, V)e-P" ,C^) = Hom^ {V, I^) 

on est l'induite unitaire. Comme on l'a vu, les calculs d'exposants s'expriment 
plus naturellement dans ce cadre, cf. TÎ] p. 51]. Le caractère de Hq{nH, V)e~f" est 
évidemment 0<j(-, V)e~''" . Les mêmes considérations s'appliquent à G. 

Les deux lemmes suivants sont laissés au lecteur (pour des calculs analogues, cf. 
exemple [ 



7.9. Lemme. Pour t et t réguliers et associés, on a : 



e-n{t)D„{t) 

7.10. Lemme. Pour t et {t',t") réguliers et associés, on a : 

e-P-it)DnAt) 



AH'xH",Hiit\t"),t) 



e-PH' it')Dn^, {t')e-PH" {t")Dn^„ {t") 



Soit W (resp. W") le module d'Harish-Chandra de W (resp. II"). On déduit 
alors des lemme [7781 17.91 et 17.101 et du théorème 14.61 l'égalité 

(7.10.1) ^[-ly'+'i'' Ql,{t' ,W')e-p\t')Ql,,{t'' ,W'')e-p'' {t'') 

q',q" 



= £ 2^ m(^) n (-l)^e,(t,F)e-''«(i) 



7ren(0) ^ 1 ) 

Lorsque H — S0(2£, C) une représentation tt g IKV') est considérée « modulo a », 
elle détermine alors une paire {tt, tt'} de vraies représentations de G. Dans ce cas il 
faut remplacer le membre de droite de (|7.10.ip par : 

s E H^)\Y.^-ir[Q,{t,V) + Qq{ty)]e-P»{t)y 

011 l'on a noté V et V les modules d'Harish-Chandra associées à tt et tt'. 

7.11. Démonstration de la proposition 17.51 Soit (tï, V) G !!('/')• Considérons 
le terme du membre de droite de (|7.10.1I) associé à Ho{nH, V). Il intervient avec un 
signe e qui ne dépend pas de tt. Il découle donc de [TTJ Prop. 3.2] - c'est-à-dire de 
la proposition 14.41 - que tout exposant minimal, pour l'ordre <h, doit apparaître 
dans le membre de gauche de (|7.10.ip sauf s'il est annulé par un exposant d'une 
autre représentation (tti , Vi ) (dont l'homologie apparaît en degré impair) . 

Si e est un exposant minimal et intervient dans Ho{nH,V), on voit donc que e 
subsiste dans le membre de gauche, ou bien que e = e" où e" apparaît, en degré 
impair, dans Hq{nH ,Vi). Alors e >h e' où e' est un exposant minimal de Vi. (De 
plus e e'). Par récurrence on voit que e >h e' où (en changeant de notation) e' 
est minimal et subsiste dans le membre de gauche de (|7.10.ip . 
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On s'est donc ramené au cas où e subsiste dans le membre de gauche de (|7.10.ip . 
En d'autres termes il existe des 6'-exposants d'homologie e' et e" de H' et H" tels 
que e = e' + e". 

8. 9-EXPOSANTS DES GROUPES LINEAIRES 

On note toujours G = GL(iV, C) {N > \) ei 9 l'automorphisme involutif g 
J'g-^J-\ 

Soit n la représentation (|7.1.1|) de G et W son module d'Harish-Chandra. On 
note l'exposant (mi < . . . < rrii) e où les rrij e N sont les éléments 
des segments cr^ = (a^ — 1, — 2, . . .), rangés par ordre croissant. On note0 
l'exposant total 0-stable (toi < . . . < itim)- Noter que E"^, composé avec la norme 
Mh/G: 6st égal à quand H est un sous-groupe endoscopique avec un seul facteur. 

8.1. On note encore <g l'ordre induit par <g sur les exposants de H. En d'autres 
termes, <e correspond toujours à l'ordre donné par le groupe S0(2^ + 1) ; celui-ci 
ne coïncide avec un sous-groupe endoscopique H que lorsque N ~ 2£ est pair et 
H = S0{2£+1). 

Noter que l'on dispose de la même manière d'ordres <'g et <'g sur les exposants 
6'-stables de G' et G". L'identification de A au produit A' x A" permet alors de 
définir un ordre partiel (<g x <g) sur les exposants ^-stables de G. En d'autres 
termes, {<'g x <'g) est l'ordre donné par les sommes de racines Na des facteurs 
G' et G" dans G. Via les applications normes l'ordre partiel {<g x <'g) induit un 
ordre sur les exposants de H . On a immédiatement : 

(8.1.1) e{<'e X <'^)e' ^ e <g e' . 

Le théorème 11.11 découle immédiatement de la proposition 17.51 de ()8.1.ip et de 
la proposition suivante dont la démonstration fait l'objet de cette section. 

8.2. Proposition. Pour tout 9-exposant d'homologie E de H, on a Re(_B) >e E.^. 

Pour la démonstration, nous oublions pour l'instant la présence de 9. D'après 
la classification de Langlands (et l'absence de L-indiscernabilité pour les groupes 
linéaires ou complexes), on peut réaliser H comme l'unique sous- module irréductible 
de l'induite normalisée 

(8.2.1) indg(77i(g)...(X)w) 

où B est le sous-groupe de Borel et r]i, . . . ,r]N sont obtenus ainsi : On écrit ai > 
. . . > Qm ■ Alors 

^71 = I ■ I " Xi, »72 = I • I " X2 (si a2 = ai) 

• ■ • Vk^\- I^^Xfe (si afe = ai). 

On range ensuite les caractères de valeur absolue supérieure, etc. Noter que la 
formulation la plus répandue de la classification de Langlands conduit à réaliser 
n comme quotient ; la réalisation ci-dessus s'en déduit par dualité. Puisque H est 
^-stable, on peut en outre arranger les r]i de sorte que le caractère rj obtenu soit 
6'-invariant. L'unicité de la classification de Langlands implique alors que si (a^, x'i) 
est une autre donnée, on a {ai,x'i) — (QïjXî) à permutation près. 



8. Les groupes E des paragraphes précédents n'interviennent pas dans cet argument ; on espère 
que la notation ne prête pas à confusion. 
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Noter que l'exposant 6-stab\e dans Ho{n,W) associé à la réalisation ()8.2.ip de 
n a pour partie réelle E,p. 

8.3. Considérons un exposant d'homologie E de H. D'après [Hl Prop. 3.2] (ou 
proposition I4.4p . l'exposant E est supérieur - pour l'ordre de G - à un exposant 
d'homologie Eq intervenant dans iîo(n, W^). Et d'après le théorème de réciprocité 
de Frobenius, il correspondis à l'exposant Eq dans Ha(n,W) un homomorphisme 
non-nul W ^ I vers une induite 

/ = indgiXi ® . . . ® Xn) 

avec Xj = zP'z^' = {z/zY^ {zzp et Eq = {pi + qi, . . . ,pn + Qn)-^ 

Si l'image de W est le sous-module de Langlands i C /, il découle de l'unicité 
de la classification de Langlands que Eq = E^. Sinon le paramètre de / n'est pas 
anti-dominant, donc on peut trouver i tel que > i^i+i. Dans GL(2,C) on a un 
opérateur d'entrelacement non-nul 

(8.3.1) ind(Aï A,+i) ind(Aî+i ® A^) 

011 le caractère Ai est de paramètres (/i^, i>i). Considérant l'induite totale à G on en 
déduit un opérateur d'entrelacement 

(8.3.2) i~^r. 

Il y a deux possibilités : Si c'est un isomorphisme, on a évidemment un morphisme 
non-nul — > /' et on peut remplacer (i/^, Ui+i) par : 

(8.3.3) {v[,v[^-^) = = {vi,Vi+i) - {vi - i^,:+i)(l, -1). 

Le cas oii (|8.3.2p n'est pas un isomorphisme n'apparaît que si AiAj^\(z) = z^^'^, 
avec p et q entiers > 1, voir par exemple jl31 Thm. 6.2] ou [F pour des résultats 
plus complets sur les opérateurs d'entrelacement pour les groupes complexes. Dans 
ce cas le noyau de (j8.3.1l) est une induite v[\A{X[ ® X[j^i) avec 

A^A^+i - A,A.+i et A:(A:+i)-i = z^z-'^. 

En particulier, les v[ et ^[j^i associés aux caractères A^ et X'^j^i vérifient : 

(8.3.4) (^;,^;^j^(^^,^,^^,)_ç(i,_i). 

On a alors une suite exacte de représentations de GL(2, C) : 

-> ind(A- ® A^+i) ind(A,, ® A^+i) F ^Q, 

F étant d'ailleurs de dimension finie d'où par induction 

^ J ^ / ^ ind ^ 

(représentations de G). Si l'image de W dans / s'envoie non trivialement dans 
ind F G I' , on est réduit au cas précédent. Sinon on obtient W ^ J, application 
non- nulle, et on peut remplacer (:^i,i',;+i) par donné par ()8.3.4p . 

Notons que l'ordre sur les exposants de G est défini par les racines réelles sur 
A = (R^)^ (cf. [11 ainsi que le En particulier les racines simples sont données, 
pour X — {xi) e A, par diag(a;i) H> XiX^^^. D'après (|8.3.3p et (|8.3.4p on a donc pour 
le nouvel exposant E' 

E' = E - 2{vi - Vi+i)ai 

9. Comme au paragraphe 16.41 
10. On a i/j = ^(pj + A'j = ^(Pj ~ Qj)- En particulier fij est un demi-entier. 
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OU bien 

E' = E — qai. 

Dans le premier cas, i^i — Vi^\ = est un demi-entier > 0. On voit donc que dans 
le cas de réductibilité 

E' < E. 

Après un nombre fini de telle opérations on obtient 

où l'induite J*^*^^ est en position de Langlands, et donc l'exposant associé est de 
partie réelle égale à E^. On a donc pour tout exposant d'homologie 

Re(£;) > E^. 

8.4. Démonstration de la proposition 18. 2i Supposons maintenant que E est 
6'-stable. Alors 

Re(£;) = E"^ + ^ maa, 

a 

OÙ a parcourt les racines simples de G. Puisque E et E^ sont tous les deux ^-stables 
on a alors : 

Re{E) = E^ + Y^ nia'Ma. 

Na 

Autrement dit : 

Re{E) >e E.^. 
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